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　　2．t検定の頑健性

一t検定を使える条件一

井上俊哉
Shunya　INouE

1．t検定

1。1tの標本分布

　2群の平均値差に関する亡検定は、もっともよ

く使われる統計手法の一っである。亡検定では、

2群のサンプルサイズ、平均、分散から、t統計

量を計算する。

t＝
夙一元2

筆農）儲 （1）

そして、計算された亡の値を自由度nl＋n2－2の

t分布に照らして、平均値差の有意性を判断する。

tの計算式や自由度は、もちろん適当（でたらめ）

に決められたものではなく、（一定の前提条件の

下で）tの標本分布が自由度nl＋n，－2の亡分布に

従うことが理論的に明らかにされているD。

　現実に標本を多数回繰り返し抽出して、理論を

経験的に確かめるのは困難（事実上、不可能）で

あるが、コンピュータを使えば（コンピュータの

性能と計算時間の制約の範囲内で）、特定の母集

団からの標本を、数万回でも数十万回でも抽出す

ることができる。そして、抽出した各標本にっい

てtを計算し、その分布をグラフで表せば、H。の

もとでのtの標本分布を経験的に示すことができ

る（このように、現実世界における実験が困難、

ないし不可能な現象にっいて、できるだけ現実を

擬した実験をおこなうことをシミュレーションと

呼ぶ）。図1は、平均と分散が等しい2っの正規

母集団のそれぞれからサンプルサイズ10の標本

を50，000回繰り返し抽出して、50，000個のtを計

算し、その分布をヒストグラムで示したものであ

る。図1には、自由度18（＝10＋10－2）のt分布

も重ねて描いてあるが、亡のヒストグラムが自由

度18のt分布に非常によくフィットしていること

がわかる。（本稿におけるシミュレーションおよ

び作図は、近年注目されっっあるRというフリー

の統計解析パッケージを用いている［1］）。
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図1　50，000回計算されたtのヒストグラムと

　　　自由度18のt分布

教養部情報処理研究室

1．2t検定の前提条件

　ところで、t分布の発明者ゴセットは、　t統計

量とその自由度を導出する際に、①2っの母集団
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分布が正規分布である（正規性）、　②2つの母集

団分布の分散が等しい（等分散）、③2つの標本

が2っの母集団から独立に抽出されている（独立）、

という3っの条件を前提とした（図1のシミュレー

ションは、3条件をすべて満たしている）。

　では、これら3っの条件のいずれかが満たされ

ないとき、どのようなことが起こるのだろうか。

ここでは、等分散の仮定が満たされない場合のシ

ミュレーションを示そう。2つの正規母集団の分

散を1：4に設定して、各母集団からサンプルサ

イズ16と4の標本を独立に抽出することを

50，000回繰り返すシミュレーションを行い、得

られたtのヒストグラムを描くと図2のようにな

る。この場合のヒストグラムは、図2に描かれて

いる自由度18（＝16＋4－2）のt分布曲線と大き

く離れており、自由度18のt分布にもとついて

有意水準5％の限界値を設定すると、tが限界値

である±2．10を超える確率が、5％よりずっと大

きくなることを読み取ることができるであろう。

亡検定に際してαニ0．05に決あるということは、

「平均値差がないときに有意差ありと結論する誤

り（第一種の誤り）にっいて、その確率を5％に

設定します」と宣言していることを意味する。5

％と宣言しておきながら、誤りの確率が実際にはこ

れよりもずっと大きくなっているとしたら、意図せ

ずとも、虚偽の研究報告をしていることになる。

　ゴセットの前提した3条件が満たされない場合

に生じうる問題の一っは、このように、名目のα

（設定した有意水準）と実際のα（設けられた棄却

域に、計算されるtが落ちる確率）が食い違う可

能性のあることである。よく知られているように、

t検定には、（1）式で示される「等分散を仮定し

た場合のt検定」のほかに、「等分散を仮定できな

い場合に用いる亡検定（ウェルチの検定）」が用意

されている。ウェルチの検定は、名目のαと実際
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図2　等分散でない場合の亡のヒストグラムと

　　　自由度18の亡分布

のαの食い違いを小さくするための数学的工夫の

成果である。等分散の仮定からの逸脱の場合だけ

でなく、独立や正規性の仮定が満たされない場合

にも、代替の方法が存在する。独立の仮定が満た

されない場合には、対応のある2群のためのt検

定を用いることが常套手段であり、正規性が満た

されない場合には、正規分布に近づける変数変換

後のt検定の適用、あるいはノンパラメトリック

検定（マン・ホイットニー検定）の採用が選択肢

となる。

2．頑健性

2．1頑健性とは何か

　上に見たように、条件が満たされない場合にっ

いて、代替の方法も用意されてはいるのだが、一

方で、統計学者は、t検定の頑健性についての研

究も進めてきた。『統計用語辞典［2コ』によれば、

頑健性（robustness）とは、「想定されたモデル

が必ずしも正しくない場合に、そのモデルを仮定

して適用された統計的手法のモデルの逸脱に対す

る鈍感さを表す概念」である。ここでの文脈に即

していうと、t検定は上記3っの仮定のもとで導
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出されたものではあるが、たとえば、母集団分布

が正規分布でない場合にも、t検定を用いた結論

の正しさが損なわれないならば、t検定は正規性

からの逸脱に対して頑健であるということになる。

　t検定の頑健性については、これまでにもシミュ

レーション研究がおこなわれており（たとえば、

Boneau，1960［3］；Sawilowsky＆Blair，1992［4］）、

一定の結論が得られている。日本の統計の教科書

にはあまり紹介されていないが、米国の代表的な

教科書（Glass＆Hopkins［5］，　pp．290－296）には、

以下のようなことが記されている。

（1）正規性にっいては、サンプルサイズがある程

　　度以上大きければ頑健（とくに両側検定の場

　　合）。

（2）等分散にっいては、両群のサンプルサイズが

　　等しい場合に頑健。

（3）独立については、区別することが重要。独立

　　でない場合には、対応のある2群のためのt

　　検定を用いるべきである。

　本稿では、3っの仮定を逸脱するケースを何通

りかシミュレートし、有意水準を両側5％に設定

したとき、実際のαが名目のα（5％）とどの程度

食い違うのかを確認していく。頑健性についてしっ

かり議論するには、第一種の誤りの確率αだけで

なく、第二種の誤りの確率βも考慮しなければな

らないが、ここでは、第一種の誤りに関する頑健

性にかぎって検討をする。

2．2シミュレーション

正規性

　正規性を逸脱した母集団分布としては、左に歪

んだ分布、右に歪んだ分布、2峰以上の分布、一

様分布など、さまざまな形状を想定できる上に、

2群の母集団分布の形状が異なるケースも考える

と、正規性からの逸脱には無数のバリエーション

がある2）。ここでは、2群の母集団分布が同一の

指数分布／（κ）＝2e伽（図3）である場合を母集団

図3　指数分布

分布として設定した。2っの指数母集団から独立

に各サンプルサイズ10の標本を抽出して

50，000回の亡を求めた結果のヒストグラムが図4

である。重ねて描かれた自由度18のt分布への

当てはまりもよく、50，000個のtのうち、5％の

棄却域に落ちる割合はO．04372となった（このシ

ミュレーションを何度も繰り返すと、割合は変動

するが、0．04328、0．04378、…のように、名目上

の値との差は1％未満の範囲であった）。サンプ

ルサイズが小さいときには、名目のαと実際のα

のズレは大きくなり、サンプルサイズを大きくす

ると実際のαは5％に近づいていく（各群5名で

Histogram　of　t
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図4　正規性が満たされない場合のtの
　　　ヒストグラム（nlニ10，　n2＝10）
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シミュレーションを繰り返すと、経験的αは

0．03804、0．03866、0．03886、…；各群40名でシ

ミュレーションを繰り返したときの経験的αは

0．04822、O．04808、0．04828、…となる）。

　2群のサンプルサイズが等しいとき、tの分布

は左右対称であった（図4）が、2群のサンプルサ

イズが異なる場合（ここではnl＝16、　n2＝4）、

計算されたtの分布は歪んでくる（図5）。しかし、

両側5％の棄却域に落ちるtの割合を計算すると、

0．04514、0．0448、0．0457、…となり、実際のαと

名目のαとの違いは、それほど大きくない。

　正規性からの外れ方は多くの場合分けが必要で

あり、これだけで一般的な結論を導くことは到底

できないが、過去のシミュレーション研究の結果

を総合すると、（1）2群のサンプルサイズがほぼ

等しく、（2）各群25～30名以上の被験者があり

（歪みが極端でない場合には各15名程度で十分）、

（3）両側検定の場合には、正規性からの逸脱は第

一種の誤りに大きな影響を与えない。ただし、母

集団分布がひどく極端に歪んでいて（とくに2集

団の歪みの方向が逆の場合）、2っのサンプルサ

イズが偏っているときには、頑健とはいえないこ

とも示されている（図5からも推察されるように、

片側検定では実際のαが名目のαと大きく異なる

おそれが強くなる）。そのような場合には、ノン

パラメトリック検定（マン・ホイットニー検定）

の使用を考慮すべきである。

等分散

　図2では、2っの母集団分散が等しくない

（σハoS＝1：4）ときに、各母集団から大きさ

16と4のサンプルを抽出すると、tのヒストグラ

ムが自由度18のt分布よりも大きく広がってい

ることを見た（図6は図2を再び示したものであ

る）。このケースについて、50，000回計算されたt

のうち5％の棄却域（両側）に落ちるものの割合

Histogram　of　t
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図5　正規性が満たされない場合のtの
　　　ヒストグラム（n1＝16，　n2ニ4）

を何度か求めると、0．18664、0．1891、0．18712、…

のようになり、実質のαが名目のαを大きく上回っ

ていることが確認される。

　等分散の仮定からの逸脱の影響の仕方は、2群

のサンプルサイズの比によって大きく変わる。同

じく母集団の分散比が1：4でも、サンプルサイ

ズが4と16のときには、図2の場合とは逆に棄却

域に落ちるtの割合は、名目の値よりもずっと小

さくなる（図7。この場合の実質のαは0．00612、

0．00636、O．00682、…となる）。また、2っのサ

ンプルサイズが等しい場合（n1＝n2＝10）、等分

散の仮定を大きく逸脱しているにもかかわらず、

実際のαは名目のαと大きくは異ならない（図8。

経験的αを求めると0．0548、0．05388、0．05468、…

となる）。

　図6から図8に示した3つのシミュレーション

の結果から、サンプルサイズの比が母分散の比と

逆方向のときには実際のαが膨らむこと、サンプ

ルサイズの比と母分散の比が同じ方向のときには

実際のαが小さくなること、サンプルサイズの比

が1に近づくと2種類のαの食い違いが小さくな

ることを読み取ることができよう。2群の母分散
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図6　母集団分散比が1：4場合のtの
　　　ヒストグラム（n1＝16，　n2＝4）

比とサンプルサイズ比がともに1から離れている

場合には、第一種の誤りの確率が宣言した有意水

準どおりにならないことに注意する必要がある。

　一方、等分散を仮定しないウェルチの検定を用

い、母集団分差比が1：4のケースで、いろいろ

なサンプルサイズにっいて、実際のαをシミュレー

ションしてみると、nl＝16，n2＝4のときには、0．

06054、0．06108、0．06048、…、n1ニ4，　n2＝16の

ときには、0．0501、0．05056、0．0517、…、n1＝10，

n2＝10のときには、0．05084、0．05028、0．0504、…

となり、サンプルサイズが偏っていてもその影響

が小さく、実質上のαと名目のαが近くなること

がわかる。

　これらの結果をまとめると、

（1）2群の母分散が異なっていても、2群のサン

　　プルサイズが等しければ、通常のt検定を使っ

　　ても、実際のαは名目のαとほとんど変わら

　　ない。

（2）2群の母分散が異なっていて、しかも2群の

　　サンプルサイズが等しくないときに、通常の

　　t検定を用いると、実際のαが名目のαと離

　　れた値になる。

Histogram　of　t
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図7　母集団分散比が1：4場合のtの
　　　ヒストグラム（n1ニ4，　n2＝16）
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図8　母集団分散比が1：4場合のtの
　　　ヒストグラム（nl＝10，　n2＝10）

（3）ウェルチの検定を用いれば、2群の母分散比、

　　サンプルサイズ比にかかわらず、実質のαが

　　名目のαと比較的近くなる。

　これだけを見ると、サンプルサイズによらず名

目のαと実質のαが近くなるウェルチの検定の方

が望ましく思われる。にもかかわらず、統計学の

教科書で、（1）式のt検定が詳しく説明されるの

はなぜだろうか。永田［6］（pp．187－188）は、以下

のようなウェルチの検定の欠点を挙げ、平均値差
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の検定を行う際には、できるだけサンプルサイズ

を揃えた上で、t検定を用いることが望ましいと

解説している。

（1）近似的な検定である。

（2）自由度の計算が面倒である。

（3）母分散が等しいとき、通常のt検定に比べる

　　と検定力が低下する。

　正規性にせよ等分散にせよ、母集団に関する仮

定であり、その仮定が満たされているかどうかに

関して断定的に結論することはできない。仮定が

満たされているのにノンパラメトリック検定やウェ

ルチの検定を適用すると検定力が低下する。した

がって、制約が少ないという理由だけで、それら

の検定法を安易に採用することは慎まなければな

らない。2群のサンプルサイズを揃えさえすれば、

仮定を気にせず通常のt検定を用いてよい（頑健

である）というのは、ありがたい性質というべき

であろう。

　一方、サンプルサイズが大きく異なる2群のデー

タをもとにt検定を行わざるをえない場合には、

正規性や等分散の仮説にっいて慎重に吟味する必

要があり、逸脱の程度が極端だと思われるならば、

代替の検定の採用を検討すべきである（等分散の

仮定について、永田［6］（p．194）は、サンプルサイ

ズの比が2倍以上異なり、2っの標本分散が2倍

以上異なる場合には、ウェルチの検定を用いるべ

きである、という目安を示している）。

独　立

　対応のあるデータで各群を変数と見なすと、2

変数間には正の相関が生じると考えられるが、そ

のようなケースでは、（1）式で求められるt統計

量の分布は0付近に集中してくる。母集団相関を

0．3に設定して求めた50，000個の亡のヒストグラ

ムが図9である（正規性、等分散は満たされてい
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図9　2群間に0．3の相関がある場合のtの
　　　ヒストグラム（n1＝10，　n2＝10）

るとし、サンプルサイズは各群とも10）。ヒスト

グラムは、自由度18の亡分布よりも中心方向に集

まっており、αの実際値が名目値よりも小さくな

ることは明らかであろう。対応のあるデータをと

るとき、2変数間でこれより大きな相関が生じる

ことも珍しくなく、その際には、実際のαと名目

のαのズレは、もっと甚だしくなる。したがって、

2群の間に対応がある場合には、（1）式にもとつ

くt検定を用いずに、対応のある2群のt検定を

用いなければならない。

注

1）t分布は、黒生ビール（あるいはギネスブッ

　ク）で有名なギネス社の技師ゴセットによって

　導かれた（1908年）。ギネス社は社員が研究発

　表することを禁じていたため、ゴセットは論文

　をスチューデントの筆名で発表し、そのため、

　亡分布はスチューデントのt分布とよばれるこ

　とがある。当初ゴセットはこの統計量をzと記

　していたが、後に、標準正規分布に従う統計量

　をzで表す慣習が定着したため、亡と記される

　ようになったという（Salsburg，2001［7］）。
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2）Boneau（1960）［3］では、非正規の分布として

指数分布や一様分布などの確率分布を用いてい

るが、Sawilowsky＆Blair（1992）［4］では、現

実の心理学データではそのような分布は稀であ

るとして、8種類の特異な分布を現実世界から

選んでシミュレーションをおこなっている。
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