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Effect　of　Umklapp　Process　and　Phonon　Drag　on　the　Low　Temperature

　　　　　Electrical　Conductivity　of］Nonmagnetic　Diiute　Alloys

Hirotoshi　WATANABE

　　The　low－temperature　deviations　from　Matthiessen’s　rule　are　derived　by　the

Green’s　function　method　when　Umklapp　process　and　phonon　drag　are　taken　into

account．　Umklapp　process　becomes　important　when　the　neck　of　the　Fe㎜i　surface

becomes　narrow，　and　phonon　drag　plays　a　role　in　su伍ciently　low　temperature．　It　is

shown，　however，　that　the　deviation　due　to　phonon　drag　is　not　so　large　as　that　ob－

tained　by　Dworin．

1．序

　不純物を含む金属の電気抵抗は，イオソによる効果，即ち，電子とフオノンとの散乱，及び，電

子の不純物のポテンシャルによる散乱を考慮に入れることにより求められる。よく知られているよ

うに，Boltzman方程式による電気抵抗の近似解（1）によると，純粋な金属でのフオノン散乱はT5に

比例する電気抵抗を与え，不純物のみによる散乱は温度に関係しない残留抵抗を主として与える。

そしてさらに，不純物を含む金属の電気抵抗は，上に述べた二つの電気抵抗の和になるという，い

わゆるMatthiessen法則がその近似解から導かれる。しかしながら，このMatthiessen法則に

従わない電気抵坑の実験が，色々な金属において報告されている。たとえばGarlandとBowers（2》

の実験では，純粋のInにおいてT2の成分が大きいことを，又Ekin（3）は純粋のA1において一

つの温度のべキだけで記述できない抵坑曲線を測定している。最近このような純粋な金属だけでな

く，合金におけるMatthiessen法則からのずれがCaplinとRizutto（4）によって測定された。彼

等のA1合金における実験によると，全体の電気抵坑tOTと，純粋の金属の時の抵坑ρ。との差

∠ρ＝ρrρ。は低温でT3に比例し，その比例係数がIn（ρ。）に比例している。これらのMatthiessen

法則からのずれを理論的に証明しようとして，その後ただちに色々な研究がなされた。我々はすで

に（5）不純物合金における電子と不純物，及び，電子とフオノンの散乱の干渉によってT2に比例す

るdρの項を見い出しているが，Dworin（6）はフオノソドラグを考慮することによりT2の項が求

まることを示し，Ehrlich（7）とSchotte　and　Schotte（8）は拡散方程式を解く方法にウムクラップを

考慮してMatthiessen法則からのずれを求めている。また極く最近Bergman（9）は新しい試行関
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数を用いてBoltzman方程式による近似解を求め実験とよく一致することを示している。

　以下の章では，まず我々の計算すべき電気抵坑の表式と，速度相関関数について復習する。そし

て，そこから導かれるBoltzman方程式を，我々の近似解は，十分低温の領域であるから不純物

散乱を零次近似とし，ウムクラップとフオノンドラグは摂動的に扱って解いてみる。この方針は

Dworinが行ったものと一致するが，ここで得られた結果は彼の計算によるものに比べかなり異な

っている。我々の計算によると，ウムクラップとフオノソドラグの寄与による温度抵坑は，それぞ

れT4とT3に比例するが，フオノンドラグの寄与の大きさはDworinの計算に比べてはるかに小

さい。

　　　　　　　　　　　　　　　　II．電気抵抗の計算法

　この章で，ウムクラップとフオノソドラグを考慮にいれたグリーン関数法による電気抵坑の表式

を示すが，まずはじめに電気抵抗の計算法を簡単に復習して（1°）・（11）我々のモデルにおける計算を

示す。

　1．速度相関関数。　　電場の存在する時の全ハミルトニアソ　研を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　H．＝H十H，

とする。Hは系の電場と相互作用していない部分の全ハミルトニアンで，相互作用する部分Hh

は，i番目の電子の運動量Piと，ベクトルポテソシャルAにより，

　　　　　　　　　　　　　　　　H1＝Σ［PiA（ri）十A（ri）Pi］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i
と記述される。いま振動する電場を考えて次のようなベクトルポテソシャルをとる。

　　　　　　　　　　　　A－eE・［ei（α・γ一ωεゴω十δ）＋・…］　但し・＜δ＜・

　この時Hの固有値と固有関数でH¢。＝E。Onとすると，電流の期待値」（q）は，一次の摂動計

算で，

J（q）一一者Σθ一働一幽・∫V・V←q）W・d………d3rN

　　　　　　n
　　　　　　　　　　　　　　　　　　一θ2　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜ノi（r∂6一乞σ・「t＞　　　　　　　　　　　　　　＋一諺解。

一諾莇・一一一羨認・一・・E・一・Nn・

×［〈nlv（－9）lm＞〈mlv（q）ln　　　　En－Em一ω十iδ〉島＋齢監禦罪響テα）ln＞］・一…・…・・（・）

ここで，速度の演算子V（q）は電子の第二量子化演算子を使って，次のように書ける。

　　　　　　　1　　　v（q）－2伽苧［e’q’”v・i＋7・・e’q’「i］

　　　　　－7〈k＋号1・・1ん一号〉αL呈α、．呈≡ぞ・・α亥・q・・a・一・／2・一…・……………一…（2）

但し，速度の運動量表示の波動関数に対するマトリックス成分は，次のように定義する。

〈k＋91・，1k一号〉一毎・嘘［el・・r7r＋醐凱　4・r・
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　さて一方，よく知られた速度相関関数

　　　Fxy（t2，　t、）＝〈T　Vx（－q，　t2）砺（q，　tl）〉

　　　　　　　＝＝　－1｝・T・｛Te－・・H－・N・　e・2H・Vx←q）e－・・2－t1）E・・（q）et1H｝

　　　　　　　＝1Σ二Σvxk　vykノ＜TaZ．．q／2（t2）ak＋q！2〈t2）α叡＋q12（tl）aict－q12（tl）〉　………………（3）

　　　　　　　　　iC　k「

のフーリエ変換

　　　F・・（tU・）一㌶聡一恥あ）d・・d・・但しWn一勢

’を求めて，電気伝導テンソルa。yの定義

　　　　　　　　　　　　〈Jx（q）〉＝Σ　axy（q，ω）E。y　e－ituot＋δt………………・・……・…………（4）

．と比較してやれぽ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L
　　　　　　　　　　　　。x，（q，ω）一一4’δ。，＋F。，（ω＋iδ）………………………………（5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　zz陥ω

’を得る。従って，速度相関関数凡写を計算すれぽ，電気伝導度が求まる。

　2．　モデルの計算　　これから考えるモデルハミルトニァンHとして，次のものを考える。

　　　　　　H＝Ho十Hi　m十He＿P．

ここで，　　Ho＝Σ｛町αあαP十ESβP＋βP｝十Σωσoλ6q＋abqa，
　　　　　　　　P　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9，R

　　　　　　瓦ガΣΣ｛ひ揚，。，，α右α。叶σ1易，P・、β参α。・＋σ呈多，。・，α右β。・＋σ1多，。’・βP＋βの

　　　　　　　　　iP，P／

　H。は相互作用しない電子とフオノソのハミルトニアソ，瓦皿は不純物と電子の相互作用，また

一H，pは電子とフオノソの相互作用を示す，　Fr61ichハミルトニアンである。またbqaはλ方向に偏

極したフオノソの消滅演算子，ω象は裸のフオノソ振動数，αPとβPはそれぞれαとβバソド

の消滅演算子，又αバソドのエネルギースペクトラムEp・とβパソドのそれEpPはブラッグ面｛G｝

の近くで，エネルギー（PとEp＿Gの二つの自由なエネルギースペクトラムを持った平面波ei　p’「と

・ei・（P一σ）・「の干渉を考えると，次のように書ける。

　　　　　　　　　　　　Epa－‘守σ＋v（‘・・m・Ep一雲＋4v（・）2

　　　　　　　　　　　　E．・一讐一σノ噛一穿＋4V（・）2……………………………（6）

　さらにV（q）とは電子とイオソの相互作用ポテソシャルのフーリエ成分であり，U多ptは不純物

と電子の相互作用の強さを示し，これらはBogol　iubov変換の係数を含んでいる。簡単のたやに・

我々は図1のようにFermi面が2つのブリルアソゾーソの所で交又してと考える（12）。ブラック

面｛G｝の近くで，2つの平面波が重なっている。

　さて，これらの状態を考慮にいれて，グイアグラムの方法を使ってBoltzman方程式を導いて

やると，Holstein（11）の論文の方法に従って，不純物散乱の影響も入った次の式が求まる。
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畷一響（z）＋2瀞gI・G鑑（z±t・q）｛f（・・q±・）＋N（t・q）｝

｛の鯉，（z±ω，）一の；・β（・）羊瞬一・………………・・…………・………（7＞

誌艶9吻1皿螂±t・q）1・GS・・…（・）・（・）－2d・nq－・……・一……（8＞

4÷，混。±幅1肌螂±（Dq）1・　G＄・　・・　R（・）………・…・…・…………（9）

　ここでωσは繰り込まれたフオノソ振動数，！（X）とN（X）はそれぞれ，フェルミとボーズ分布

関数である。また0プとnqはα電子とβ電子及びフオノンの，平衡分布からのずれの関数で

あり，グイヤグラムではバーテックスに対応する，G炉Rはα電子又はβ電子の遅延グリーン関

数で（1°），dαはフオノンの自己エネルギーの虚数部分を示している。上の式を導く時に，遅延フオ

ノングリーン関数の虚数部分をAq《ωαであるとして一π［δ（ωα十ζ）十δ（ω一ζ）］のようにデルタ関

数にとった，またωaがフェルミエネルギーに比べて十分に小さいことから十分低温の領域で，

！（z±ωq）－f（2）c：　Fωqδ（匂の近似を使った。（7）式と（8）式でApは電子フオノンの散乱の強ざ

を示し，Nを電子の数密度，　Mをイオンの質量とすると，

　　　　1Apr
　　2NM　oα20q

　　　　1
Ap＝
　　2NMtOqa　Og

1（Ca・q）・v（q）＋（…G）劉

1（。・q）v（q）；

また（7）式の第二項は電子と不純物の散乱による項であり，

但し

……≡Aび

　　　G
Pz＝±万の近傍

≡Ao

その他の領域。

フエルミ面の形状によりかなり変化

一52一



　　　　　渡辺　俊：稀薄合金におけるウムクラヅプとフォノソドラグの電気伝導に対する影響

をうける（13）のであるが，我々の近似の適用の範囲として，フエルミエネルギーに比べて，フエル

ミ面のギャップのエネルギーV（G）がかなり小さい時を考えているので，以下では一定として計

算してしまう・また不等式÷》畿岩（（Dq－uq・・T，・uとvはそれぞれフオノンとフールミ面

一上の電子の速度である）が成立する程十分低温であるとすれぽ，抵抗への主な寄与は不純物散乱に

よるものである。さらに不純物濃度が，電子とフオノソのパーテックスの不純物による補正を必要

としないくらい希薄であるτVq》1が成立する領域での近似であるとすれぽ，我々は図2に示し

7cダイヤグラムを考慮するだけで十分である。図2のはじめの3つのダイヤグラムから電気伝導度

への寄与をまとめて書くと次のようになる。

（i） （ii） ）（ （iv）

図2．

a・xx一
a嘉。A・glmG霊ず（±ω・）ImG雰岬（・）

　　　　　　　　　・。畷（・，±，盤，一・，畷）｛f（ω，）＋N（ω，）｝……・………・・………・………・・…（10）

但しここで速度Vpa・βとしてはブラッグ面｛G｝近くでは次のようになっている。

　　　　　　　　　　　　　v・…一素｛　　G　　　G　　　　　　Ep　一　Ep＿GP一万±羽一N／∈P　一　Ep＿σ）2転V2（G）｝

　図2の4番目のダイヤグラムの寄与はフオノソドラグによるものであり

一編）鼠±（±）轟響ImG労爵タ（±（Vq）lmG＄’P’R（・）

　　　　ImG卿り・R（（±）ω，）lmGS5’・β’）・R（0）・。〃舞β’）・参’｛f（x）＋N（ω・）｝…・…・…・…（11）

また上の（10）と（11）式でグリーン関数G野R（z）として我々の近似の範囲内では

G　；’　P’R　（・） w怯と　鰍れている計算は（1°）と（11）式の計算であ

りこれを次の章で行う。

　　　　　　　　　　　　　　　III．計算の結果

要鷲碧群鍵瀬競撃轍贈贔欝膿畿鍵
なめらかに変化する関数であることに注意すれぽ・電子が丁度フエルミ面近くにいる時・即ち

Ep　fuOとかEP．，fuOの時が運動量の和のうちで・一番和の計算に効くことがわかる・従って（10）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－53一
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と（11）式の中でグリーソ関数以外の項は，電子がフエルミ面にある時の値でおきかえることにす

る。Dworin（・6）は同様な方法でフォノンドラグの項を計算したが・彼の論文の（8）と（9）式で

は，すべてのグリーン関数において，有限の電子の寿命を考慮していない。さらに彼の計算では，

ΣImG参±qImG雛，のqでの和の計算にωσのq依存性を無視しているがこれは計算に重大な影
q

響を及ぼしている，また彼の言う円筒型のフエルミ面の型の時に電子のエネルギースペクトラムと

して自由電子のそれを使ってしまっている。我々はこれらの点でDworinの計算は正しくないと

思えるので，これらの点を改めた計算を行ってみた。

醸が＋分に低時即ち9《v（GdF）が成り立つ時には・フオ川こよる電子の・・ソド内散乱

だけを考えればよい，（10）と（11）式から球型のフエルミ面の場合は，少々面倒な積分の計算を実

行して次のように，フオノソドラグを入れない時と，．フオノソドラグのある時に対して求まる。

　　　　　　　　・・s・F－一÷・…ρ《毒）A・T・t／・………………・・……・…………・…・・…（・2＞

　　　　　　　　・・…一一か♂（MPF）2（＃）2－4tlωlg”2t°q　T・参，…………・・………・…………（・3）

　ここでVFはフユルミ速度で，含はフユルミ運動量，　eは電子の電荷，また1は次のように定

義しておく。

　　　　　　　　　　　　　　In－f，°°xn（　　　e”dxeX－1）（8刊一1）・

　次に球型でない図1の首の部分のようなフェルミ面の部分からの寄与を計算すると，首の部分の

巾は躍綜）の大きさであることに注意して・こまかい数値撫視すれば・フォノソドラグを考

えない時の大きさσ・uはウムクラップの特徴を示す伝導度であり，

　　　　　　　　・・u－一醐V葺）（Vr）A・T÷・…一…………・一……………・一（・4）

　但しここでvrはフェルミ面上の首の部分の電子の連度である。

最後にウムラップを考慮したフォノンドラグの効果の計算を行うと・この時（11）式で主な項は

Σ　ImG雛，　ImGpR・　Σ　　　ImGぢ’±qIm　G塁ノによるものであり，結局
Peハアε眈　　　　　　　　PノεSp九ericα1

　　　　　　　　吹窒野讐）画讐凶一一一㈲

　　　　　　　　　　　　Aq　　　　　　　　　　　　　　　u3

となる。ここでのVFとは，フェルミ面の球状の腹の部分での電子の速度であり・Aqは

　　　　　　　　　　　　　　4・陣劉・＋・（v（GEF））｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σDU　　　VF
　以上の結果をまとめると，1／τ・mV。2《1の時には，σ。s・Fに対するσ・uの比はσ。s．F～τ

響となっている・従って首の部分が狭くなる程α・・ソドの電気伝軸する寄与は大きくな

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一54一
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る．またa…Fの・・s・・に対す砒は鰐一拶拠欝であるからフ・ノンドラグ

は低温になる程電気伝導に対して寄与を与える。但し⑪DとはDebye温度である。しかしなが

ら我々の計算でわかったように，電気伝導のずれの大きさは，Dworinによって導かれたものより

非常に小さい。エネルギーギャップの小さい時には，フォノソドラグとウムクラップの電気伝導に

対する影響は，不純物散乱が主であるような低温の領域では担当に小さい。従ってより少し高温で

フェルミ面の非等方性の大きい金属での実験結果と，ここでの結果を適合させるわけにはいかない

であろうが，Matthiessen法則からのずれと温度の関係は我々の計算法でも確かに与えられること

がわかった。Matthiessen法則とはBoltzman方程式を試行関数法で解く時に，不純物散乱とフ

ォノン散乱に対する試行関数が同じ形をしている場合に適用できるのであるから，十分低温でのみ

適用可能な，不純物に対してのみ十分な試行関数形を使っても，フォノン散乱はうまく解いていな

いことになる，またウムクラップが強く効くような非等方なフェルミ面の場合には，非等方性が十

分反映されるような試行関数を選ばねぽならない。最近Bergman（9）等はこれらのことを考慮し

て試行関数としてのノ。＝［v／VF］・v・Fのような関数を採用して，実験と適合させているが，我々の

計算においても，近似が不適当である領域では非等方性を十分考慮して解く必要があろう。その為

に不純物による電子の散乱の緩和時間を異方性を考えて解く事や，電子のフォノンによるバソド間

散乱も考えにいれる必要があろう。

　終りに，これらの仕事は，Dr．　T．　Kitamuraと共同の研究であり（14＞，それに最近の研究も少

し加筆させて頂いたいことをお断わりしておく。
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